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АНОТАЦІЯ
Посібник містить матеріали для роботи зі здібними та обдарованими учнями, покликаний допомогти вчителям у проведенні позаурочної роботи з учнями, які бажають досконало, поглиблено і всебічно вивчати шкільну математику, допомогти розкрити їх математичний кругообіг, підготувати до участі в математичних олімпіадах та інших математичних змаганнях. Він буде корисним учням, які захоплюються математикою, а також учителям загальноосвітніх шкіл, керівникам математичних гуртків. 
ВСТУП

Розв’язування олімпіадних, конкурсних задач – особливий різновид навчально-пізнавальної діяльності учнів для формування якої потрібна особлива методика, але більшість з них розв’язуються засобами шкільної математики. Однак їх майже немає в шкільних підручниках, не кожен учитель навчає розв’язувати їх на своїх традиційних уроках, бо вимагають незвичних для учнів прийомів, творчого підходу, евристичних міркувань.

Задачі за своїм змістом можна поділити на три блоки: логічні задачі, рівняння і системи рівнянь, тотожні нерівності.
Залучати учнів до розв’язання окремих найпростіших задач можна на уроках, починаючи вже з 5-го класу. Так, наприклад, з принципом Діріхле можна познайомити учнів, вивчаючи ділення з остачею, з вибором стратегії успіху – вивчаючи симетрію і т.д. Розв’язування складніших задач доцільно проводити на факультативних заняттях та при підготовці учнів до шкільної, районної олімпіад.

У збірнику поміщено добірку рівнянь та нерівностей вищих степенів та показові способи їх розв’язування, а також завдання для проведення шкільних олімпіад. 

Посібник покликаний допомагати вчителю у проведенні позаурочної роботи з учнями, які бажають досконало, поглиблено і всебічно вивчити шкільну математику.
До збірки ввійшли матеріали вчителів, що є членами творчої групи з розв’язування задач підвищеної складності «Інтелект».

Розділ І. Методичні рекомендації щодо способів рівнянь вищих степенів

Метою даної роботи є розширення і поглиблення знань учнів про одне з основних понять математики - рівняння, ознайомлення їх з різними методами розв'язування рівнянь вищих степенів.
Оскільки кожне рівняння - це рівність двох функцій. То дана робота стимулює інтерес учнів до дослідження і вивчення властивостей функцій та застосування їх в процесі розв'язування рівнянь. Початкова увага при цьому приділяється узагальненому квадратному рівнянню та застосуванню теореми Вієта до усного розв'язування незведених квадратних рівнянь. Адже значна частина рівнянь зводиться саме до дослідження квадратичної функції та розв'язування квадратних рівнянь.
Рівняння вищих степенів в шкільному курсі практично не вивчаються. Вони введені лише в програму ліцеїв та гімназій природничо-математичного профілю. Дана робота допоможе учням (особливо сільських шкіл) належно підготуватись (з цієї теми) до вступу в середні та вищі учбові заклади.
Теорія алгебраїчних рівнянь розвивалась паралельно з теорією многочленів. Сьогодні многочлени, що є основою алгебраїчних рівнянь, використовуються для моделювання різних ситуацій: для аналізу і синтезу автоматичних систем, кодування інформації. Теорія многочленів відіграє фундаментальну роль в сучасній комп'ютерній алгебрі.
Знання цієї теми необхідні всім учням, що будуть надалі займатися математикою чи застосовувати її досягнення в інших галузях життя.
Рівняння вищих степенів
1. Узагальнене квадратне рівняння. 
Рівняння виду аУ2+ вУ+с = 0, де а ≠ 0, У = У(х) – многочлен, називається узагальненим квадратним рівнянням.  Якщо Д ≥ 0, то У1,2=
[image: image1.wmf].
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Тоді рівняння зводиться до сукупності рівнянь: 

    Y(x)= Y1,
    Y(x)= Y2.
Приклад 1. Розв’язати рівняння: (2х2-7х-31)+5(2х2-7х-28)-11=0
Розв'язання
Застосовуємо підстановку у=2х2-7х-31, то рівняння набуває вигляду: 
у2+5(у+3)-11=0,

у2+5у+4=0,
у1=-1, у2= - 4.

Тоді дане рівняння зводиться до сукупності двох рівнянь:

        2х2-7х-31= -1,
       2х2-7х-31= -4,
       2х2-7х-31= 0,

       2х2-7х-31= 0,

       х1=6, х2=
[image: image2.wmf],
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       х3,4=
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Відповідь: 6, 
[image: image4.wmf].

4

265

7

,

2

5

±

-


Приклад 2.   Розв’язати рівняння: (х2-5х)2-4(х2-5х)-12=0.

Розв'язання

Введемо заміну у=х2- 5х, тоді у2- 4у -12=0. Корені цього рівняння: у1= - 2, у2= 6. Отже, маємо сукупність рівнянь: 
   х2-5х+2=0,
   х2-5х-6=0,

  х1,2=
[image: image5.wmf],
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  х3=-1, х4=6

Відповідь: 
[image: image6.wmf],
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При розв'язанні не тільки зведених рівнянь, але і квадратних рівнянь загального виду можна використовувати теорему Вієта. Нехай дано рівняння ах2 + bх + с = 0 , що має раціональні корені х1 і х2 . Домноживши обидві частини рівняння на а, одержимо: а2х2 +bах + ас = 0. Введемо нову заміну ах=у. Рівняння тепер має вигляд   у2 + bу + ас = 0. Рівняння стало зведеним.
Нехай його корені у1 та у2. Повернувшись до заміни, одержимо х1=
[image: image7.wmf].
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Отже, щоб повне квадратне рівняння, яке має раціональні корені, розв'язати за теоремою Вієта, потрібно:
а) звести дане рівняння ах2 +bх + с = 0 до рівняння у2 + bу + ас = 0;
б) кожний  із   одержаних  коренів  поділити  на  перший  коефіцієнт зведеного рівняння.
Приклад 3. Розв'язати рівняння 2х2-3х-9=0.
Розв’язання


2х2-3х-9=0

                      -18
            у2-3у-18=0
            у1=6, у2=-3, то


х1=3, х2= - 
[image: image8.wmf].
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Відповідь: 3, - 
[image: image9.wmf].
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Двочленне рівняння
Рівняння виду axn – b =0, де a є R, b є R, є a ≠ 0,  n є N називається двочленним рівнянням. При а = 1  маємо зведене двочленне рівняння: хn = b.
Двочленне рівняння хп = b розв'язується безпосередньо добуванням кореня степеня п з числа. Маємо випадки: 
а) п -  непарне, то рівняння має один розв'язок х = 
[image: image10.wmf];
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 ; 
б) n - парне, b > 0, то рівняння має два розв'язок х1, 2 = ±  
[image: image11.wmf];
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в) п- парне, b < 0, то рівняння дійсних розв'язків не має.
Приклад 1.  х3= - 27,
         х=
[image: image12.wmf]3
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Приклад 2.  х4=
[image: image13.wmf],
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         х1,2=
[image: image14.wmf].
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Приклад 3.  х6= -2. Рівняння дійсних коренів не має.
3. Рівняння з цілими коефіцієнтами
Рівняння з цілими коефіцієнтами має вигляд: аnxn +an-1 xn-1 +… +a1x+a0= 0.
Для розв'язання такого рівняння застосовують теорему Безу (остача від ділення многочлена Р(х) на двочлен х−а дорівнює значенню цього многочлена при х=а та наслідки цієї теореми: усі цілі корені многочлена з цілими коефіцієнтами містяться серед дільників вільного члена, Якщо ж старший коефіцієнт аn многочлена рівний 1, то його раціональні корені можуть бути тільки цілими.
Раціональні корені многочлена з цілими коефіцієнтами містяться серед дробів, чисельниками яких є дільники вільного члена а0, а знаменника - дільники старшого 
коефіцієнта аn.
Ці властивості многочлена допомагають розв'язати рівняння з цілими коефіцієнтами розкладанням на множники його лівої частини.
Приклад 1. Розв 'язати рівняння х3 +7х2 + 13x+ 6 = 0.
Розв'язання

Раціональні корені рівняння знаходяться серед дільників вільного члена: ± 2,.±2, ±3, ±6. Послідовно підставляючи ці числа в дане рівняння, переконаємось, що одним з його розв'язків є число - 2. Поділимо многочлен в лівій частіші рівняння на х + 2 за схемою Горнера:
	
	1
	7
	13
	6

	-2
	1
	5
	3
	0


Отже, маємо: (х + 2)(x2 + 5x + 3)=0, що рівносильне сукупності рівнянь
x+2=0
x2 +5x+3=0,                Д=25-12=13
х1= -2,

х2,3=
[image: image15.wmf].
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Відповідь: -2, 
[image: image16.wmf].
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Приклад 2. Розв'язати рівняння 2х3-9х2+3х+4=0.
Розв'язання
Цілі дільники вільного члена: ±1, ±2, ±4. Перевіркою переконуємося, що х1= 1, х2 = 4 є коренями рівняння. За схемою Горнера ділимо ліву частину рівняння на х -1, а потім на х - 4:
	
	2
	-9
	3
	4

	1
	2
	-7
	-4
	0

	4
	2
	1
	0
	


Тепер рівняння має вигляд (х−1)(х−4)(2х – 2)=0, звідки х3=
[image: image17.wmf].
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Відповідь:
[image: image18.wmf];
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Раціональні рівняння з цілими коефіцієнтами з допомогою заміни можна перетворити у зведені. Розглянемо попередній приклад:  2х3 – 9х2 + 3х + 4= 0.

Домножимо обидві частини рівняння на 4 і дістанемо 8х3 – 9 ∙ 4х2 + 3∙ 4х + 16 = 0,  

Підстановка 2х = у перетворює рівняння у зведене: у3-9у2+6у+16=0
Його цілі корені знаходимо серед дільників вільного члена: ± 1,±2, ± 3,±4,±8,±16. Потім вертаємось до підстановки і одержуємо корені вихідного рівняння.
Приклад 3. Розв'язати рівняння 6х4-х3 + 52-х-1 = 0.
Розв'язання

Скористаємось зауваженням: якщо у раціональному рівнянні вільний член рівний ± 1, то зручно скористатись заміною 
[image: image19.wmf].
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Отже, розділимо рівняння на х4 ≠ 0 і зробимо заміну
[image: image20.wmf].
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 Одержимо рівняння, рівносильне даному: у4 + у2 -5у2 +у + 6 = 0.
Цілі корені перевіркою знайдемо серед дільників вільного члена. Маємо 
[image: image21.wmf].
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Повертаючись до заміни, одержуємо 
[image: image22.wmf].
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Відповідь:
[image: image23.wmf].
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Приклад 4. Розв'язати рівняння х4 +х3 -х2 -7х-6 = 0.
Розв'язок
Цілі корені шукаємо серед чисел ± 1,±2,±3,±6. Перебором встановлюємо, що є коренем рівняння. Ділимо многочлен у лівій частині рівняння на х +1:
	
	1
	1
	-1
	-7
	-6

	-1
	1
	0
	-1
	-6
	0


Далі розв'язуємо рівняння х3 - х - 6 = 0. Серед дільників вільного члена знаходимо його корінь х = 2. Ділимо многочлен х3 - х - 6 на х - 2:
	
	1
	0
	-1
	-6

	2
	1
	2
	3
	0


В результаті одержали квадратне рівняння х2 + 2х + 3 = 0, яке не має розв'язків. Отже, коренями даного рівняння є - 1 і 2. 

Відповідь: -1; 2.
4. Симетричні рівняння. Зворотно-симетричні рівняння.
Рівняння виду  ахn +bхn-1 + cxn-2 +…+cx2 +bx +a=0

називається симетричним, якщо послідовність його коефіцієнтів симетрична.

Очевидно, що нуль не може бути коренем такого рівняння. Якщо число т є коренем симетричного рівняння, то коренем буде і обернене йому число 1/ т.
Симетричне рівняння непарного степеня завжди має корінь -1 і після ділення на х+1 зводиться до симетричного рівняння парного степеня. Тому розглянемо симетричне рівняння парного степеня
ах4 + bх3 + сх2 + bх + а =0 
де а,b, с - деякі числа, причому a ≠  0
Рівняння розв'язується за допомогою такого алгоритму:
1. розділити ліву і праву частини рівняння на х2, при цьому розв'язки не
втрачаються, оскільки х = 0 не є коренем даного рівняння;
2. групуванням звести рівняння до виду

[image: image24.wmf];
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3.ввести нову зміну у = х +
[image: image25.wmf],
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 тоді одержуємо рівняння
ау2 + bу + с - 2а = 0;
4. розв'язати його відносно у і вернутись до зміни.
Приклад 1 Розв'язати рівняння 2x4+x3-6x2+x+2=0
Оскільки 0 не є коренем даного рівняння, то поділимо його на x2:

[image: image26.wmf]0
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Згрупуємо і застосуємо підстановку :

[image: image27.wmf]2

1

,

1

,

0

6

)

1

(

)

1

(

2

2

2

2

2

2

-

=

+

=

+

=

-

+

+

+

у

х

х

то

у

х

х

х

х

х

х


Звідки маємо рівняння
2(у2 – 2)+у – 6=0,

2у2+у – 10=0,

Д=81; 
[image: image28.wmf].
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Повернувшись до підстановки, маємо сукупність рівнянь:
   
[image: image29.wmf],
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  2х2 +5х + 2 = 0,
  х2 – 2х +1 = 0,

   х1= - 2; х2= - 
[image: image30.wmf],
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   х3,4 = 1
Симетричні рівняння є окремим випадком зворотно-симетричних рівнянь.
Зворотно-симетричним рівнянням четвертого ступеня називається рівняння виду 

ах4 + bx3 +cx2 +dx + e = 0
в якому виконується залежність між коефіцієнтами: 
[image: image31.wmf]2
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Розв'язання
Оскільки в такому рівнянні х = 0, то розділимо обидві частини рівняння на х2 і згрупуємо перший член рівняння з п'ятим, другий з четвертим:


[image: image32.wmf].
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Використаємо рівність 
[image: image33.wmf]2
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і запишемо його у вигляді
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Виконаємо зміну
[image: image35.wmf]у
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Піднесемо обидві частини останньої рівності до квадрату
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Початкове рівняння набуває вигляду еу2 +dy +c+
[image: image38.wmf]0
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Розв'язавши його, повернемося до підстановки і одержуємо корені даного за умовою рівняння.
Прикладі 1. Розв'язати рівняння 4х4 - 16х3 + 7x2- 32х +16=0
Розв’язання 

[image: image39.wmf]2

)

32

16

(

16

4

-

-

=

- отже, дане рівняння зворотно-симетричне.

Поділимо обидві частини рівняння на х2 і згрупуємо:

4х2-16х+7 – 
[image: image40.wmf]0
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Введемо заміну: х+
[image: image42.wmf],
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Тепер дане рівняння має вигляд:

4(у2 – 4) – 16у + 7 = 0, тобто 4у2 – 16у – 9 = 0 звідки

 
у1=
[image: image44.wmf].
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Переходимо до сукупності рівнянь:

 х+
[image: image45.wmf]2
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[image: image46.wmf],
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 2х2 -9х +4 =0,

 2х2 + х+4=0,

   х1=4;     х2=
[image: image47.wmf]2
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   х є 
[image: image48.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image49.wmf]2
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Зворотно симетричним рівнянням шостого степеня є рівняння виду ах6+bх5+сх4+dx3+ех2+fx+k=0
якщо виконується така залежність між коефіцієнтами: 
[image: image50.wmf]2
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Розв'язується рівняння діленням всіх його членів на х2 і групуванням. 
Приклад 2:  х6+ х5+ х4 – 7х3+2х2 – 4х +8 = 0
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поділимо обидві частини рівняння на х3 і згрупуємо члени рівняння:
х3 – х2 + х – 7 +
[image: image52.wmf]0
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[image: image53.wmf]0
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Введемо заміну: х + 
[image: image54.wmf],
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Тепер одержуємо рівняння

у3 – 6у – (у2 – 4) + у – 7 = 0,
у3 – у2 – 5у – 3 =0,  

(у3 – у) – (у2 + у) – 3(у +1) = 0, 

(у +1) (у2 – 2у – 3) = 0, 

у + 1 = 0,  звідки у1,2 = - 1,  у3 = 3.

у2 – 2у – 3 = 0,
Вертаючись до зміни, одержимо сукупність рівнянь:
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х2 + х +2 = 0,
х2 – 3х +2 =0,

х є 
[image: image57.wmf]0
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,

х2 = 1.

Відповідь: 1;2. 
5.Однорідні рівняння і ті, що зводяться до однорідних
Рівняння виду anpn + an-1pn-1 Q + …+a1pQn-1 + a0Qn = 0,
де a0, a1, …, an  є R; n є N, n ≥ 2, р = р(х), Q = Q(х) – задані многочлени, називається однорідним відносно Р і Q.
Рівняння розв'язується діленням на Рn або на Qn.
Приклад 1. Розв'язати рівняння (х2 +1)2 - 5(х2 + 1)(х2 -1)+ 4(х2 -1)2 = 0.
Розв'язання:
В даному рівнянні  Р (х) = х2 +1,Q(х) = х2 - 1.
Поділимо члени рівняння на Р2 = (х2 +1)2  і одержимо рівняння 
[image: image58.wmf].
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Виконаємо заміну  
[image: image59.wmf],
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, то рівняння набуде вигляду

4у2 – 5у +1 = 0, звідки у1 = 
[image: image60.wmf],
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Повертаючись до заміни, одержимо :
       
[image: image61.wmf],

1

1

1

,

4

1

1

1

2

2

2

2

=

+

-

=

+

-

х

х

х

х

      

  3х2 –5 = 0,

  х2 – 1 =х2 + 1,

  х1,2 = 
[image: image62.wmf]3
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   х є
[image: image63.wmf]0
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Відповідь: 
[image: image64.wmf]3
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Приклад 2.  Розв’язати рівняння (2х2 – х + 1)2  + х2(2х2 – х + 1)  - 6х4= 0
Розв'язання
Ділимо обидві частини рівняння на х4:
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Введемо заміну  
[image: image66.wmf]2
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 і одержимо рівняння
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Отже дане рівняння рівносильне сукупності рівнянь
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    5х2 – х +1 =0

   - х + 1 =0

    х є 
[image: image69.wmf]0
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    х = 1

Відповідь: 

Приклад 3. Розв'язати рівняння (х + 3)4 – (х2 + х – 6)2 = 2(х – 2)4
Розв'язання
Тричлен х2 + х – 6 має корені х1 = -3 то розкладаємо його на множники:
х2 + х – 6 = (х + 3)(х – 2)

Рівняння набуває вигляду (х + 3)4 – (х2 + 3)2 (х – 2)= 2(х – 2)4, тобто зводиться до однорідного. Ділимо обидві частини на (х – 2)4: 
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виконавши заміну 
[image: image71.wmf],
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 де y ≥ 0, одержимо рівняння
у2 – у – 2 = 0, звідки у1=2, у2 = - 1.

Оскільки y2 < 0, то повертаючись до заміни одержимо лише одне рівняння: 
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[image: image73.wmf]
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[image: image75.wmf]х2 – 14х – 1=0,       Д=200

    х≠ - 2, 
х1,2 = 7 ±
[image: image76.wmf]2
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Відповідь: 7 ±
[image: image77.wmf]2
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6. Рівняння виду     (х + а)4 + (х + в)4 = с; (х + а)5 + (х + в)5 = с;
Рівняння такого виду розв'язуються підстановкою х = 
[image: image78.wmf],
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 що приводить до біквадратного рівняння відносно змінної у. Розв'язавши його і скориставшись заміною, одержимо розв'язки даного рівняння,
Приклад 1. Розв'язати рівняння (х + 3)5 – (х – 1)5=64.

Розв'язання
Виконаємо заміну  х=
[image: image79.wmf],
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тобто х = у – 1,
тепер маємо: (у + 2)5 – (у – 2)5 = 64.
Для знаходження степенів двочлена зручно користуватись трикутником Паскаля:
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Кожний рядок за номером  n відповідає послідовності коефіцієнтів двочлена степеня n – 1 
Вертаючись до підстановки, маємо: x = 0 – 1; x = -1. 
Відповідь: -1.
Приклад 2. Розв'язати рівняння (х + 1)4 + (х + 5)4=82.

Розв'язання
Введемо заміну    х = у 
[image: image80.wmf],
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 тобто х= у – 3. 
Тоді маємо   (у – 2)4 + (у + 2)4 = 84,

у4 – 8у3 + 24у2 - 32у +16 + у4 + 8у3 + 24у2 + 32у +16 = 82, 
2у448у2 – 50 = 0,
у4 +24у2 – 25 =0.

Розважимо одержане біквадратне рівняння, ввівши заміну   у2 = z > 0,
z2+24z – 25 = 0, звідси

z1=1, z2= -25.  
Отже, у2 =1,  у = ±1. Повертаючись до заміни, маємо:
   х =1 – 3,           х= -2, 

   х= -1 – 3,          х= -4.  
Відповідь: -2; -4.

7. Рівняння виду   (х + а)(х + b)(х + с)(х +d) = m, де а + b = с + d.
Рівняння такого виду розв'язується множенням першого і другого та третього і четвертого співмножників, а далі заміною у - х2 + (а + b)х, тоді рівняння зводиться до квадратного.
Прикладі 1. Розв'язати рівняння (х + 3)(х – 1)(х + 2)(х + 6) =  -20.
Розв'язання
Бачимо, що 3 + 2 = 5  і   -1 + 6 = 5, то перемножимо перший співмножник на третій та другий - на четвертий: (х2 + 5х + 6)(х2 +5х- 6)= -20, 
Виконаємо підстановку    у = х2 + 5х, то рівняння має вигляд (у +6)(у – 6) = -20, у2 = 16, у = ±4.
Повертаючись до підстановки, одержуємо сукупність рівнянь:
   х2 + 5х = 4,
   х2 + 5х = -4,

    х2 + 5х – 4 = 0,

    х2 + 5х + 4 = 0,

   х1,2 =
[image: image81.wmf],
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   х3 = - 4; х4 = -1.
Відповідь: -4; - 1 ; 
[image: image82.wmf]2

41

5

±

-

 
Приклад 2. Розв'язати рівняння (х+6)(х+8)(х+4)(х+2)= -15
Розв'язання
Помічаємо, що 6+4=8+3 5 то перемножимо перший співмножник з третім, а другий з четвертим:
(х2 + 10х + 24)(х2 + 10х +16) = -15 
Введемо нову заміну у = х2 + 10x і одержимо: (у + 24) у +16) = -15,  що приводить до квадратного рівняння: у2 + 40у + 399 = 0,

                 у1 = -19, у2 = -21.
Вертаючись до заміни, маємо сукупність рівнянь:

   х2 + 10х + 19 =0,
   х2 + 10х + 21 =0,


    х1,2 = 
[image: image83.wmf],
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   х3 = -7,  х2 = -3.
Відповідь: - 7; -3; 
[image: image84.wmf]6
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8. Рівняння виду
(х + а)(х + b)(х + c)(х + d) = mx2 Це рівняння розв'язується множенням перших двох та останніх двох множників у лівій частиш рівняння, а потім діленням обох частин рівняння на х . Далі виконуємо підстановку  
[image: image85.wmf]2

аd

х

у

+

=

 і одержуємо квадратне рівняння.
Приклад 1. Розв'язати рівняння (х + 5)(х + 6)(х + 10)(х +12) = 
[image: image86.wmf].
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Розв'язання
Оскільки 5 · 12 = 6 · 10, то перемножимо вирази в першій і четвертій, другій та третій дужках:

(х2 + 17x + 60)(х2 + 16x + 60) = 
[image: image87.wmf].
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Поділимо обидві частини рівняння на x2:

[image: image88.wmf].
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Виконаємо підстановку
[image: image89.wmf]у
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 і одержимо рівняння:
(y + 17)(y + 16) = 
[image: image90.wmf],
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 звідки
4у2 + 132у + 1085 = 0,

Д = 64

у1= - 
[image: image91.wmf].
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Повертаючись до заміни, маємо:


[image: image92.wmf],
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2х2 + 35х + 120 =0,
2х2 +31х + 120 = 0,

х1,2 = 
[image: image93.wmf],
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х3 = - 8,  х4 = - 7,5.
Відповідь: -8; -7,5; 
[image: image94.wmf]4
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Приклад 2.  Розв'язати рівняння (х + 2)(х + 3)(х + 8)(х + 12) = 4x2.
Розв'язання
Бачимо, що 2·12 = 3·8, тому перемножимо вирази першої та четвертої, другої та третьої дужок відповідно і одержимо: 

 (х +2)(х +3)(х +8)(х +12) = 4х2.
Обидві частини рівняння поділимо на х2 ≠ 0:



[image: image95.wmf].
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Виконаємо підстановку у= х +
[image: image96.wmf]х

24

, яка зведе рівняння до квадратного:

(у + 14)(у + 11) = 4,

у2 + 25у +150 = 0,

у1 = -15,  у2 = -10.

Повертаємось до заміни, одержавши сукупність рівнянь:

    
[image: image97.wmf],
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    х2 +15х +24 =0,         Д=129
    х2 +10х +24, 

   х1,2 =
[image: image98.wmf],
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   х3 = -6,    х4 = - 4.
Відповідь: - 6; - 4;  
[image: image99.wmf]2
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9. Рівняння, що розв'язуються виділенням повного квадрата
Виділення повного квадрата дозволяє понизити степінь деяких рівнянь парного степеня.
Приклад 1. Розв'язати рівняння х4 +6х3 +5х2 – 12х + 3 = 0.
Розв’язання
Додамо до двох перших членів рівняння 9х2 і віднімемо, одержимо:
(х4 + 63 + 9х2)- 9х2 + 5х2 -12х + 3 = 0,

(х2 +3х)2 – 4х2 – 12х +3 =0,

(х2 +3х) – 4(х2 + 3х) + 3 =0.
Виконаємо підстановку у = х2+3х і розв'яжемо квадратне рівняння:
у2 - 4у + 3 = 0, звідки
у1 = 1, у2 = 3.
Вертаючись до заміни, одержимо сукупність рівнянь:
    х2 +3х – 1 =0,    Д= 13,
    х2 +3х – 3 =0,    Д= 21.

Отже, маємо:

   х1,2 = 
[image: image100.wmf],
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   х3,4 =
[image: image101.wmf].
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Відповідь: 
[image: image102.wmf];
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[image: image103.wmf].
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Приклад 2. Розв'язати рівняння х4-4х + 3 =0.
Розв'язання

Додамо і віднімемо вираз 4х2 + 4:

(х4 + 4х2 +4) – 4х – 4+ 4х +3 =0,

(х2 +2)2 – (4х2 + 4х +1) = 0,

(х2 +2)2 – ( 2х +1) = 0.

Розкладемо вираз в лівій частині на множники:

(х2 +2х +1)(х2 +2х +3) = 0.
Одержимо сукупність рівнянь:

   х2 +2х +1 =0,
   х2 +2х +3 =0,
    х1,2 =1,
    х є 
[image: image104.wmf]0
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Відповідь: 1.

10. Заміна сталого коефіцієнта рівняння параметром.

Приклад 1. Розв'язати рівняння х4 – 2
[image: image105.wmf]2
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- х  +3 –  
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= 0. 
Розв'язання

Введемо параметр а = 
[image: image107.wmf]х

3

. Тоді рівняння матиме вигляд: х4 – 2ах2 – х +а2 – а =0.

Розв’яжемо утворене рівняння як квадратне відносно а: 
а4 – а(2х2 +1) + х4 – х =0,
а =
[image: image108.wmf],
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        а = х2 + х+ 1,

        а = х2 – х.

Враховуючи, що а =
[image: image110.wmf],
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 маємо сукупність двох рівнянь, рівносильну даному рівнянню:
    х2 +х +1 – 
[image: image111.wmf]3

=0,
    х2 – х – 
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Відповідь: 
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Приклад 2. Розв'язати рівняння х3 – (3
[image: image117.wmf]0
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Розв'язання

Введемо параметр а =
[image: image118.wmf].
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Тоді рівняння матиме вигляд: х3 – (а +1)х2 +а2 = 0.
Розв’яжемо утворене рівняння як квадратне відносно а: 

а2 – (х3 + х2а + х5 +х3 – х2 – 1) = 0,  
а = 
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а =
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2

4

)

(

4

)

(

2

3

2

2

3

2

3

+

-

-

+

±

+

х

х

х

х

х

х


а= 
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2

)

2

(

2

3

2

3

-

-

±

+

х

х

х

х


        а = х2 +1,
        а = х2 – 1.

Враховуючи, що а = 
[image: image122.wmf]7

, маємо:   
х2 = 
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Відповідь: 
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11. Введення параметра для розв'язування рівнянь четвертого степеня (метод Феррарі).
Під час розв'язування рівнянь будемо користуватися відомим правилом: щоб квадратний тричлен ах2 + bх + с був квадратом лінійного двочлена, необхідно і достатньо, щоб його дискримінант b2 – 4ас дорівнював нулю.
Приклад 1. Розв'язати рівняння x4+4х3 – 1 = 0, 

Розв'язання
Виділимо повний квадрат двочлена у лівій частиш рівняння:
х4 + 4х3 + 4х2 - 4х2 -1 = 0,
(x2 + 2x)2 = 4x2 +1.
Введемо параметр а так, щоб у лівій частині утвореного рівняння знову виділити повний квадрат:
(х2 + 2.x)2 + 2(х2 + 2х)а + а2 = 2ах2 + 4ах + а2 + 4х2 +1,
(x2 + 2x + а) = (2а + 4)х2 + 4ах + а2 +1.
У правій частині рівняння матимемо повний квадрат тоді і лише тоді, коли 
(4а)2 -4(2а + 4)(а2 +1) = 0, 
16а2 – 8а3 – 8а – 16а2 – 16 = 0,
а3 +а + 2 = 0.
Очевидно, що а = -1. 
Підставимо знайдене значення параметра а в рівняння:
(х2 + 2х – 1)2 = 2х2 – 4x + 2,
(х2  +2х – 1) = ( 
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(х2  +2х – 1) – 
[image: image131.wmf].

0

)

2

2

1

2

)(

2

2

2

=

-

+

-

+

+

х

х

х

х


Це рівняння рівносильне сукупності квадратних рівнянь:
     
[image: image132.wmf].
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Перше рівняння сукупності не має дійсних коренів. Для другого рівняння Д = 10 + 
[image: image133.wmf].
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Відповідь: 
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Приклад 2. Розв'язати рівняння
х4 – 4х3 +7х2  - 2х – 5=0
Розв'язання
 Виділимо повний квадрат двочлена у лівій частині рівняння:
х4 – 4х3 +4х2 + 3х2 – 2х-5 = 0, 

(х2 - 2х)2 = -Зх2 + 2х + 5,
Введемо параметр а так, щоб у лівій частині утвореного рівняння знову виділити повний квадрат:
(х2 – 2х)2 + 2(х2 –  2х)а + а2 = 2ах2 – 4ах + а2 – 3х2 + 2х + 5,
(х2 – 2х + а) = (2а – 3)х2 + (2 – 4а)х + а2 +5. 

У правій частині рівняння матимемо повний квадрат, якщо 

(2 – 4а)2 –  4(2а – 3)(а2 + 5) = 0,
4 – 16а + 16а2  –  8а3  – 40а + 12а2  + 6 = 0, 

– 8а3 + 28а2 – 56а + 64 = 0,
2а3 – 7а3 + 14а – 16 = 0. 

Очевидно, що а = 2. 

Підставимо знайдене значення параметра а в рівняння:
(х2  – 2х + 2)2=х2 – 6х + 9,
(х2 – 2х + 2) –  (х – 3)2 =0,
(х2 – 2х2 – х + 3)(х2 – 2х + 2 + х – 3)= 0,

(х2– 3х + 5)(х2 – х – 1) = 0.
Це рівняння рівносильне сукупності квадратних рівнянь:

х2 – 3х +5 = 0,

х2 – х – 1 = 0.

Перше рівняння сукупності не має дійсних коренів. Дискримінант другого рівняння рівний 5
Маємо: х = 
[image: image136.wmf].

2

5

1

±


Відповідь: 
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Розділ ІІ. Розв’язування нестандартних рівнянь і нерівностей, використовуючи властивості функцій

Велика кількість рівнянь є такі, що їх не можна відносин до відомих традиційних видів рівнянь: алгебраїчних, тригонометричних, логарифмічних, показникових, ірраціональних тощо. Ці рівняння можуть складатися одночасно з різних видів рівнянь.

Приклад 1. 3х+32-х=3(1+cos 2πx) 
Оскільки в нас не має формул, які б дозволяли перетворювати одночасно і показникові і тригонометричні вирази, то спробуємо розв’язати дане рівняння використовуючи властивості відповідних функцій, зокрема оцінити область значень функцій лівої і правої частини.

Нехай 3х+32-х=f(x), а 3(1+cos 2πx )=g(x).

А якщо треба розв’язати рівняння f(x)= g(x) і f(x) ≥ а, а g(x) ≤ а, то рівність між лівою і правою частинами можлива тоді і тільки тоді, коли f(x):g(x) одночасно дорівнюють а. 
Тобто f(x) ≥ а
g(x) ≤ а             f(x)=a
f(x)= g(x)↔     g(x)=a
Для функції, яка стоїть в правій частині рівняння, це легко зробити і без похідної, а для функції, що стоїть у лівій частині рівняння, зручно використати похідну.

ОДЗ даного рівняння – усі дійсні числа.

Оцінимо ліву частину рівняння.

-1 ≤ cos 2πx ≤ 1
0 ≤ 1+ cos 2πx ≤ 2

0≤ 3 (1+ cos 2πx) ≤ 6. Отже, 0 ≤ g(x) ≤ 6. 
Функцію f(x)= 3х+32-х дослідимо за допомогою похідної Д(f)=R.
f(x)=3x ln 3+ 32-x ln 3=32-x ln 3 (32x-2-1) існує на всій Д (f). 
32x-2-1=0; 32x-2-1=1; 2х-2=0, х=1 – критична точка. 
Позначимо критичну точку на області визначення і знайдемо знак необхідної на кожному проміжку.
            -                                               +

                                    1
                                 min
Неперервна функція має тільки одну критичну точку, і ця точка мінімуму. Тоді в цій точці функція набуває найменшого значення: f(x)=6. Отже, f(x) ≥ 6.

Враховуючи, що g(x) ≤ 6, маємо, що задане рівняння f(x)= g(x) рівняння системи   f(x)=6, 
                                                                                                                                             g(х)=6

Але значення 6 функція f(x) набуває тільки якщо х=1, значення  задовольняє і друге рівняння системи g(1)=3(1+ cos 2π)=6. Отже дана система, а отже і завдане рівняння має один розв’язок х=1.


Відповідь 1. 
Приклад 2.  х2-2х+2= cos (x -1);
         х2-2х+1+1= cos (x -1);
        (х-1)2+1= cos (x -1);
(х-1)2+1≥1; cos (х-1) ≤ 1. Використовуючи властивість обмеженості, робимо висновок, що рівність справджується у вигляді, коли її ліва та права частини дорівнюють одиниці.
    (х-1)2 +1=1, →
х=1.
    cos (х-1)=1; →         
Відповідь х=1.
Приклад 3. 34+
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Враховуючи, що 3х > 0, одержуємо, що в лівій частині рівняння стоїть сума двох взаємо обернених чисел, яка завжди більша або дорівнює 2.

(Справді якщо а >0, то 
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Для оцінки значень правої частини досить -1≤ cos 2х ≤ 1→ -2 ≤ cos 2х ≤ 2. 

Отже виходить 3х+
[image: image140.wmf]х

3

1

> 2, а g(х)=2 cos 2х ≤ 2, тобто f(х) ≥ 2, g(х) ≤ 2, тоді дане рівняння рівносильне системі     3х + 
[image: image141.wmf]2
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                                  2 cos 2х=2.
З першого рівняння 3х=t, то t + 
[image: image142.wmf].
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 Тоді 3х=1, отже, х=0, що задовольняє і друге рівняння.

Відповідь: х=0

Приклад 4.  
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 В таких рівняннях знаходимо і оцінюємо ОДЗ. Якщо ОДЗ рівняння (нерівності або системи) складається зі скінченого числа значень, то для розв’язання досить перевірити всі ці значення.

Знаходимо ОДЗ: (
[image: image144.wmf]2
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                                  х-1 ≥ 0     →     х ≥ 1
                                 2-2х ≥ 0            х ≤ 1  Отже, ОДЗ: х=1.
Перевірка: х=1 – корінь інших коренів не має, оскільки до ОДЗ входить тільки одне число. 

Приклад 5.  7х+2х=9. Такі рівняння розв’язуємо використовуючи властивості монотонних функцій.

Схема розв’язання рівнянь.
1. Підбираємо один або кілька коренів рівняння.
2. Доводимо, що інших коренів це рівняння не має (використовуючи теореми про корені рівняння або цінну значень лівої і правої частини).

Якщо в рівнянні f(x)=а функція f(x) зростає (спадає) на деякому проміжку, то це рівняння може мати не більше ніж один корінь на цьому проміжку. Рівняння 7х+2х=9 має єдиний корінь х=1 (71+21=9) оскільки функція f(x)=7х+2х зростає як сума зростаючих функцій 
       у=а 


  у=f(х)

Приклад 6.  5х+12х=13х Оскільки 13х ± 0, розділимо обидві частини рівняння на 13х. 
[image: image145.wmf].
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 Функції у=
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складні на всій числовій осі. Сума складних функцій – функція складна. Отже, зайва функція складна, справа – стала. За теоремою про корінь рівняння має один корінь, який легко підібрати х=2.


Відповідь: х=2.

 Приклад 7. 6х = 38-х. Позначимо f(x) зростає (спадає) на деякому проміжку, а функція g(х) спадає (зростає) на цьому ж проміжку то це рівняння може маси не більше одного кореня на цьому проміжку: 

 
f(x)=6х – зростає, g(х]=38-х – спадає на l.
Отже, рівняння 6х=38-х має єдиний корінь х=2 (62 =38-2)

Відповідь: х=2.

Приклад 8.  х7-42х2-х+42=0 


При розв’язуванні цього рівняння нам на вдається використати скінченність ОДЗ (ОДЗ нескінченно), оцінку значень лівої частини рівняння (значення цього рівняння знаходиться в межах від -∞ до ∞). Можемо використати монотонність функцій, хоча й чути ми не можемо використати теореми про корені рівняння.
Тоді спробуємо підібрати корені заданого рівняння f(х)=0 і довести, що інших коренів воно не має. f(1) = 0, f(-1)= 0, f(2)= 0, то х1= 1, х2= -1, х3= 2.  

Отже, рівняння має три корені. Доведено, що інших коренів немає. Для цього достатньо довести, що у функції f(x) не більше трьох проміжків зростання або складання, а враховуючи нерівність f(x) на всій числовій прямій, що у неї не більше двох критичних точок, тобто довести, що рівняння  f1(x)=0 має не більше двох коренів. Позначимо f(x)=х2-12х2-х+42=0 (1), х=1, х=-1, х=2.

Доведемо, що інших коренів не має, тобто f(x)  має не більше трьох критичних точок. Д(f)=R   f1(x)= 7х6-84х-1 існує для всіх х. Отже, критичними точками можуть бути при яких f1(x)=0.

7х6-84х-1=0     (2)
Щоб довести, що рівняння (2) має не більше двох коренів, достатньо довести, що функція 
g(x)= 7х6-84х-1=0, має не більше двох проміжків зростання або складання, а враховуючи її неперервність на множинні всіх чисел, що вона має одну критичну точку.

g1(x)= 42х5-84 існує при всіх значеннях х, то 42х5-84=0, 42х5=84, х5=2, х=
[image: image148.wmf]5
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Отже, це рівняння має один корінь. Тоді функція g(x) має одну критичну точку і тому рівняння (2) має не більше двох коренів. Це означає, що функція f(x) має не більше двох критичних точок. 
Тоді рівняння (1) має не більше трьох проміжків монотонності і на кожному з них за теоремою про корені рівняння має по 1 кореню. Отже, рівняння (1) має не більше як один корінь.
Приклад 9.  
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Позначимо f(x)=
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Розглянемо функцію f(x)=
[image: image151.wmf];
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 х2+1≥1, тоді 
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Отже, f(x) ≥2.

Розглянемо функція g(x)≤ 2, то нерівність виконується для будь-яких х якщо
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Відповідь: х є R.
Приклад 10.  
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f(x)= 
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≥ 1, -1≤ cos х ≤ 1. Отже, f(x) ≥1, g(x) ≤ 1, то

        
       
[image: image158.wmf]x
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=1       sin2 x=0,  → x = 2πn, n є Z. 
        cos х=1;      cos х=1
Відповідь: х = 2 πn, n є Z.

Приклад 11. х2+4х+5≤ cos (2+х)  
 f(x)=х2+4х+4+1=(х+2)2+1 ≥ 1

g(x)= cos (2+х);    -1≤ cos (2+х) ≤ 1 .

Отже, f(x) ≥1, а g(x)= ≤1, то

   
       f(x)=1,            х2+4х+5=1,         х2+4х+4=0,
       g(x)=1,  →     cos (2+х)=1,→   cos (2+х)=1→ х=-2
Відповідь: х = -2.
Розділ ІІІ. Завдання для проведення шкільних олімпіад

5 клас
1. Знайко написав на дошці числа 3, 8, 15, 24, 35. Здогадайтесь, яких два наступних числа напише Знайко.
2. Як розмістити 16 учнів у три ряди, щоб у кожному ряді їх було порівну.
3. Сім гномів зібрали разом 28 грибів. Причому всі вони зібрали різну кількість грибів і у жодного не було порожнього кошика. Скільки грибів зібрав кожний гном?
6 клас
1. Скільки днів у році, якщо один із місяців починається і закінчується у четвер?
2. Сума двох чисел більша одного з них на 7 і більша другого на 6. Знайти суму.
3. На чудо-дереві садівник виростив 85 бананів і 70 апельсинів. Кожного дня він зриває 2 плоди і одразу на дереві виростає один новий. Якщо садівник зриває два однакових фрукти, то виростає апельсин, а якщо два різних - то банан. Яким виявиться останній фрукт на цьому дереві?
9 клас
1. Знайти значення виразу, не користуючись калькулятором:


[image: image159.wmf].
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2. У рівнобедрений трикутник з кутом 1200 при вершині і бічною стороною а вписане коло. Знайти радіус цього кола.
3. Побудувати графіки функцій:
а)
[image: image160.wmf]);
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б) 
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4. Розв'язати рівняння: (х – 1)(х – 7)(х – 4)(х + 20) = 40.
10 клас
1. Периметр ромба дорівнює 2р, сума його діагоналей n. Знайти площу ромба.
2. Човен пройшов за течією річки 10 км, а потім проти течії річки 6 км. Швидкість течії річки 1 км/год. У яких межах повинна знаходитись власна швидкість човна, щоб вся поїздка зайняла від 3-х до 4-х годин.
3. Вказати множину точок на площині, координати х, у в яких зв'язані співвідношенням 

х – 2|х|+ у <0
4. Розв’язати рівняння:

2х2 +
[image: image162.wmf].
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Шкільна учнівська олімпіада з математики 2011-2012 н.р.
7 клас
1.
Знайти чотири послідовних натуральних числа, добуток яких дорівнює 1680.
2.
Розв'язати рівняння:  ‌‌‌| х – 3| +|6 – 2х| =0‌    ‌
3.
Розмістити в проміжних клітинках цілі числа так, щоб сума чисел в будь-яких трьох сусідніх клітинках дорівнювала 99.
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4. У дівчини було 17 купюр по 2грн. і 5грн., всього на суму 70грн. Скільки купюр кожного виду було у дівчинки?
5. Турист за три дні пройшов 70км. Першого дня він пройшов на 8 км менше, ніж другого, а третього 
[image: image163.wmf]4

3

 % того, що він пройшов за перший і другий дні разом. Скільки кілометрів проходив турист кожного дня?
8 клас
1. Довести, що 1916 +7346 – 5933 кратне 10.
2. Побудувати графік функції у=| х| - 4х
3. Довести, що значення виразу:
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від'ємне для будь-якого а > 1.
4. Побудувати точку, яка лежить на даному колі і рівновіддалена від кінців відрізка. Скільки розв'язків має задача?
5. Якщо перше з даних чисел збільшити на 10%, а друге – на 15%, то сума чисел збільшиться на 13%. Якщо ж перше з даних чисел зменшити на 5%, а друге – на 10%, то сума зменшиться на 8%. Знайти дані числа.
11 клас
1. Розв'язати рівняння: 
[image: image165.wmf].
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2. Знайти соs8 α – sin8 α, якщо соs2 α = m
3. Побудувати графік функції:


f(x) = 
[image: image166.wmf].
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4. У ∆ АВС медіани АА1 та ВВ1 взаємно перпендикулярні і дорівнюють 18 см і 24см. Знайти площу ∆ АВС.
Завдання з математики І етапу Всеукраїнських учнівських олімпіад
на 2014-2015 н.р.
5 клас
1. Чебурашка і собака разом важать як 5 ящиків. Чебурашка важить як 4 качки. Чебурашка та дві качки важать як 3 ящики. Скільки важить собака?
2. Мишці до нірки 20 кроків, кішці до мишки 5 стрибків. Доки кішка робить 1 стрибок, мишка робить 3 кроки, а 1 стрибок кішки дорівнює 10 крокам мишки. Чи наздожене кішка мишку?
3. Усі натуральні числа виписані підряд.
1) Яка цифра стоїть на 1999-му місці?
2) Яка цифра стоїть на 2011-му місці?
4. Записати п'ятьма трійками число 100.
5. Посудина місткістю 8.л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
6. У країні Лимонія один ананас коштує 3 «лимони»(грошима). Прийшов покупець, у нього 30 «лимонів». Скільки ананасів він може купити?
7. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
6 клас
1. Записати п'ятьма трійками число 100.
2. У касира є купюри по 5 грн. і 10 грн. Скількома способами він може дати здачу 50 грн.?
3. У країні Лимонія один ананас коштує 3 «лимони»(грошима). Прийшов покупець, у нього 30 «лимонів». Скільки ананасів він може купити?
4. Розріжте прямокутник, довжина якого 9 см, а ширина 4см, на дві рівні частини, з яких можна скласти квадрат?
5. Знайдіть у відсотках
НСД(12,18) 
НСК(12,18).
6. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його ціна?
7. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
8. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
7 клас
1. Серед 80 однакових на вигляд монет одна фальшива (вона легша). Як за допомогою чотириразового використання шалькових терезів без важків знайти фальшиву монету?
2. Для якого значення а правильна рівність
2а: 3,7 = 8:7,4?
3. Як розрізати квадрат на дві нерівні частини, з яких можна скласти трикутник?
4. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його
ціна?
5. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як
за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
6.Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
8 клас
1. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його ціна?
2. Туристи пройшли за перший день 1/3 всього шляху, за другий -1/3 остачі, за третій - 1/3 нової остачі, а за четвертий - решту 16 км. Чому дорівнює увесь шлях?
3. Розріжте квадрат на три частини так, щоб з них можна було скласти тупокутний трикутник.
4. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
5.Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки? 
6. Якою цифрою закінчується число 20122011?
9 клас
1. Записати найбільше та найменше числа за допомогою чотирьох одиниць.
2. При яких цілих значеннях а обидва корені рівняння х + ах – 6 = 0 є цілими числами?
3. Якщо гострі кути прямокутного трикутника відносяться як 1:3, то бісектриса найбільшого кута дорівнює одному з катетів. Доведіть це.
4. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
5. Якою цифрою закінчується число 20122011?
Завдання з математики
І етапу Всеукраїнських учнівських олімпіад
 (шкільна олімпіада)
на 2010-2011 н.р.
5 клас
1. Чебурашка і собака разом важать як 5 ящиків. Чебурашка важить як 4 качки. Чебурашка та дві качки важать як 3 ящики. Скільки важить собака?
2. Мишці до нірки 20 кроків, кішці до мишки 5 стрибків. Доки кішка робить 1 стрибок, мишка робить 3 кроки, а 1 стрибок кішки дорівнює 10 крокам мишки. Чи наздожене кішка мишку?
3. Усі натуральні числа виписані підряд.
1) Яка цифра стоїть на 1997-му місці?
2) Яка цифра стоїть на 2010-му місці?
4. Записати п'ятьма трійками число 100.
5. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
6. У країні Лимонія один ананас коштує 3 «лимони»(грошима). Прийшов покупець, у нього 30 «лимонів». Скільки ананасів він може купити?
7. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів
по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
6 клас
1. Записати п'ятьма трійками число 100.
2. У касира є купюри по 5 грн. 110 грн. Скількома способами він може дати здачу 50 грн.?
3. У країні Лимонія один ананас коштує 3 «лимони»(грошима). Прийшов покупець, у нього 30 «лимонів». Скільки ананасів він може купити?
4. Розріжте прямокутник, довжина якого 9см, а ширина 4см, на дві рівні частини, з яких можна скласти квадрат?
5. Знайдіть у відсотках
НСД (12,18)

НСК (12,18).
6. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його ціна?
7. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
8. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
7 клас
1. Серед 80 однакових на вигляд монет одна фальшива (вона легша). Як за допомогою чотириразового використання талькових терезів без важків знайти фальшиву монету?
2. Для якого значення а правильна рівність
2а : 3,7 = 8 : 7,4?
3. Як розрізати квадрат на дві нерівні частини, з яких можна скласти трикутник?
4. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його ціна?
5. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води? 
6.Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
8 клас
5. Ціну на товар спочатку підвищили на 20%, а потім знизили на 20%. Чи змінилась його ціна?
6. Туристи пройшли за перший день 1/3 всього шляху, за другий -1/3 остачі, за третій - 1/3 нової остачі, а за четвертий - решту 16 км. Чому дорівнює увесь шлях?
7. Розріжте квадрат на три частини так, щоб з них можна було скласти тупокутний трикутник.
8. Посудина місткістю 8 л наповнена водою, а дві інші (місткістю 5 л і 3 л) - порожні. Як за допомогою цих посудин відміряти 1 л води?
5.Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки? 
6. Якою цифрою закінчується число 20122011?
9 клас
6. Записати найбільше та найменше числа за допомогою чотирьох одиниць.
7. При яких цілих значеннях а обидва корені рівняння х + ах – 6 = 0 є цілими числами?
8. Якщо гострі кути прямокутного трикутника відносяться як 1:3, то бісектриса найбільшого кута дорівнює одному з катетів. Доведіть це.
9. Слоненя Лу придумало як розташувати 9 горішків так, щоб вони утворювали 10 рядів по 3 горішки в кожному ряді. Як же розташувати горішки?
10. Якою цифрою закінчується число 20072007?
Олімпіадні завдання

6 клас
1. Чи існують декілька (більше одного) натуральних чисел, сума і добуток яких 
дорівнюють 64. 
2. В одній родині протягом 8 років поспіль народжувалися діти: спочатку хлопчики, потім дівчатка (рівно по одній дитині щороку). Скільки років було найменшій сестрі, коли сума років братів дорівнювала сумі років сестер? Відповідь обґрунтувати.

3. Розрізати фігуру, яка зображена на рис.1 на дві однакові частини ламаною, ланки якої йдуть вздовж ліній сітки, які співпадають при накладанні (одержані частини дозволяється перегортати).

                                                 Рис. 1
4. Кожен з трьох учнів виписав 100 різних слів. Після цього слова, що траплялися не менше двох разів, викреслили. Як наслідок, в одного учня залишилось 45 слів, у другого – 68 слів, а в третього – 54 слова. Довести, що принаймні одне слово виписали всі три учні.  
7 клас

1. Знайти усі двоцифрові числа, такі, що сума самого числа та числа, що записане тими ж самими цифрами у зворотному порядку, ділиться на 18.
2. Магічний квадрат 3 х 3 – це квадрат, у кожній комірці якого записані числа таким чином, що сума чисел у кожному рядку, у кожному стовпчику та у кожній з двох великих діагоналей співпадають. На рис. 2 показано, які числа записані у трьох комірках. Яке число може бути записане у комірці, що позначена літерою А! Відповідь обґрунтувати.
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Рис. 2
3. Розрізати фігуру, яка зображена на рис. З дві однакові частини ламаною, ланки якої йдуть вздовж ліній сітки, які співпадають при накладанні (одержані частини дозволяється перегортати).                                     

                                              Рис. 3


4. На 22 картках написані натуральні числа від 1 до 22. З цих карток склали 11 дробів. Яке найбільше число цих дробів можуть дорівнювати цілим числам? Відповідь обґрунтувати.
5. Задана смуга, яка складається з 2008 квадратиків. У кожному такому квадратику записана одна цифра таким чином, щоб добуток цифр, які записані у будь-яких послідовних чотирьох квадратиках, дорівнює 5184. Скількома способами можна заповнити цю смугу цифрами?
8 клас
1.   Знайти число: 7993 • 7991 –  2009 • 2007 .
2. Коли трицифрове число, дві перші цифри якого однакові, а третя дорівнює 5, розділили на одноцифрове число, то в остачі отримали 8. Знайдіть дільник, ділене та остачу.
3. У ∆ АВС бісектриса АЕ = ЕС. Знайдіть кути ∆ АВС, якщо АС = 2АВ.
4. Для кожної пари натуральних чисел а, b визначена операція а
[image: image167.wmf]Å

b з такими властивостями:
1) а
[image: image168.wmf]Å

a = a + 2; 2) а
[image: image169.wmf]Å

b = b
[image: image170.wmf]Å

a; 3) 
[image: image171.wmf].
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Знайти значення виразу 3
[image: image172.wmf]Å

5.
5. Є дошка, що зображена на рис. 4, яка складається з 16 одиничних квадратів. Ми хочемо деякі з одиничних квадратиків пофарбувати у зелений колір таким чином, щоб з дошки не можна було вирізати фігурку Т-тетраміно, яка зображена рис. 5, у якої немає жодного зафарбованого у зелений колір одиничного квадратика (розрізати можна лише вздовж ліній, що містять межу квадратів). Яку найменшу кількість квадратиків ми маємо зафарбувати ? Відповідь обґрунтувати.
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Рис. 5
9 клас
1. Знайти величину (х + у)2, якщо 
[image: image173.wmf]1
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 та у – х =1.
2. Перша цифра натурального числа N є 3. Якщо ми запишемо це число без цієї першої цифри 3, то одержимо число M. Довести, що не існує таких M, N, що N = 32 M.
3. Відомо, що для деяких дійсних чисел а, b, c справджується нерівність: 
[image: image174.wmf]b
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< с. Довести, що ‌‌ ‌| а | < с та ‌‌ ‌| b | < с.
4. З квадратної дошки розміром 16 
[image: image175.wmf]´

16 вирізали 4 кутові одиничні квадрати. Чи можна дошку, що утворилася після відрізання, замостити без накладань прямокутниками 1
[image: image176.wmf]´

4 ? Відповідь обґрунтувати.
5. У трикутнику АВС проведена бісектриса АК. Центр кола, вписаного в трикутник АКС, збігається з центром кола, описаного навколо трикутника АВС. Визначити кути трикутника АВС. 
10 клас
1. Знайти число: 
[image: image177.wmf].
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2. Розв’язати в натуральних числах х, у, z рівняння: 


xyz + xy +yz +zx +x +y +z =67.
3. Скільки існує наборів з чотирьох цифр, жоден з яких не містить принаймні двох нулів, які стоять поряд ?
4. Для додаткових чисел х, у, які задовольняють умову х2 + у2 = 4, довести нерівність: 

[image: image178.wmf]2
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5. Точка А1 симетрична ортоцентру Н гострокутного ∆ АВС відносно сторони ВС, аналогічним чином будуються точки В1, С1 відповідно. Відомо, що 
[image: image180.wmf]Ð

С1АВ1 = 
[image: image181.wmf]Ð

СА1В, 
[image: image182.wmf]Ð

С1ВА1 = 
[image: image183.wmf]Ð

СВ1А та 
[image: image184.wmf]Ð

А1СВ1 = 
[image: image185.wmf]Ð

АС1В. Довести, що ∆ АВС рівносторонній.
11 клас

1. Розв’язати рівняння: 
[image: image186.wmf].
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2. Розв’язати у цілих числах (а,b) рівняння: а2 + 2аb + 2b2 = 13.
3. Чотирикутник АВСD вписаний у коло, діагоналі якого АС і ВD перпендикулярні. Довести, що ламана АОС поділяє чотирикутник АВСD на дві частини рівної площі.       
4. В таблиці 10
[image: image187.wmf]´

10 розставлені цілі числа, причому довільні два числа в сусідніх клітинах відрізняються не більше ніж на 5. Доведіть, що серед цих чисел є рівні. (Сусідніми вважаються клітинки, які мають спільну сторону).
5. Два додаткових чисел а, b, c, які задовольняють умову 
[image: image188.wmf]1
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, довести  нерівність: (a – 1) (b – 1)(c – 1) ≥ 8. При яких значеннях а, b, c, нерівність перетворюється у рівність?  
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